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Resumen

Se construye un marco de referencia en el campo de las Ciencias Sociales, cuyo objetivo es establecer relaciones y/o
equivalencias entre el lenguaje matematico y el de ciertas investigaciones del &mbito de los Estudios Organizacionales, en
los que se usan conceptos como los de sistema dindmico, equilibrio, complejidad y caos, entre otros. La metodologia usada
consiste esquemadaticamente en partir de algunos antecedentes entre los que se incluye una definicién de Sistema Social
para después definir de forma rigurosa ciertos conceptos matematicos de los Sistemas Dindmicos usados en el &mbito
organizacional con el propésito de aclarar su significado matematico. Finalmente se presentan conclusionesy el bosquejo
de un modelo matematico que ilustra la utilidad del marco conceptual desarrollado en el cuerpo del estudio.

Palabras clave: Sistema, equilibrio, complejidad, caos.
Cadigo JEL: C6, C69.

Abstract

A reference framework is built in the field of Social Sciences, whose objective is to establish relationships and/or
equivalences between mathematical language and that of certain research in the field of Organizational Studies, in which
concepts such as dynamic systems, equilibrium, complexity and chaos, among others, are used. The methodology used
consists schematically of starting from some background information which includes a definition of Social System and
then rigorously defining certain mathematical concepts of Dynamic Systems used in the organizational field with the
purpose of clarifying their mathematical meaning. Finally, conclusions and the outline of a mathematical model are
presented that illustrate the usefulness of the conceptual framework developed in the body of the study.

Keywords: System, equilibrium, complexity, chaos.
JEL Code: C6, C69.
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Conceptos matemadticos importantes para establecer un lenguaje comtn entre los Estudios Organizacionales y los Sistemas dindmicos

INTRODUCCION

xisten diversos trabajos relacionados con el drea de los Estudios Organizacionales

enlos que se usa el concepto de complejidad y ciertos términos relacionados conella,

tales como no linealidad y caos. Por ejemplo, y sucede que cuando algunos colegas
de las areas de Fisica o Matematicas que tienen cierta familiaridad con las ecuaciones
diferenciales, la modelacion matematica y/o los sistemas dindmicos leen algunos de esos
trabajos, se quedan con la sensacién de falta de precisiéon y rigor en el uso de los conceptos
ya mencionados, cuyo origen esta en la Quimica, |a Fisica las Matematicas y la Biologia.

Algunos campos en los que se presentan estos estudios estan relacionados con la
innovacion, el liderazgo y la accién politica, pero también con la industria, el cambio en el
ambito empresarial e institucional, el liderazgo o el enfoque ecolégico en los estudios
sociales. Ciertos trabajos que nos parecen interesantes al respecto son: Tweedie (2022),
Garud el al. (2011), Tourish (2019), Child y Rodriguez (2011) y Peterson y Meckler (2001).
En la seccién de referencias se amplian. Como ya lo anunciamos en el resumen, nos
proponemos construir un marco de referencia que contenga las definiciones matematicas
precisas de los conceptos en cuestion y para ello iniciamos con el antecedente que
presentamos a continuacion.

EL LENGUAJE OPERACIONAL EN LAS CIENCIAS SOCIALES

En un articulo previo Sanchez, Sanchez, y Grajeda (2019) se definid Sistema social como un
sector de la sociedad constituido por: 1) un conjunto de individuos-actores agrupados en
coaliciones formadas por individuos con intereses compartidos, pertenecientes a un
espacio X. 2) Un operador, dado o integrado por el conjunto de reglas formales e informales
que regulan las relaciones entre los individuos que integran las coaliciones, asi como las
relaciones entre coaliciones y 3) Un objetivo-meta que consiste en resultados
preestablecidos, elementos de un espacio Y, producto de la actividad de los individuos-
actores.

Esto puede verse en forma compacta como sigue:

ESQUEMA 1.1
K:X - Y
K (c) »r(t)
donde:
K = operador,
¢ = vector de coaliciones de individuos — actores [ cy,¢y,+,cn] ¥
r (t) = vector de resultados[ry, 7y ,++, 1], que estan asociados

con un tiempo t especifico.
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Ademads, resulta indispensable para nuestros propdsitos, suponer que si X1y X2 son
elementos “cercanos” (su distancia es pequena en alguin sentido) en X, es posible que sus
respuestas K(x1) y K(xz) puedan ser muy “distantes” en'Y.

Los sistemas dinamicos

Nuestra experiencia cotidiana nos ensefia que la capacidad de adaptacion
y la capacidad de estructuraciéon del comportamiento, como dos trazos
fundamentales de los sistemas dindmicos no lineales, que pueden verificar
transiciones bajo condiciones de no equilibrio, se cuentan entre las
caracteristicas mds llamativas de las sociedades humanas. Por lo tanto, es
completamente natural que partamos de que los modelos dindmicos con
sus posibilidades para la evolucién y el cambio, son los mds adecuados
para la descripcion de sistemas sociales. (Grégorie Nicolis e llya Prigogine,
1994,p.317-318)

Generalidades

Ubicados ahora en el universo de las matematicas, diremos que un sistema dindmico es un
constructo matematico cuyos elementos constitutivos son: 1) Un vector de estado, que
simbolizaremos por x(t), elemento de un cierto espacio X, que representa la situacion del
sistema en el instante de tiempo t, y 2) Un operador matematico K que al aplicarse a x(t)
nos produce, cuando esto tiene sentido, el estado x(t+1), en el siguiente instante de tiempo,
t+1, o bien el cambio instantaneo del sistema en el tiempo t (Scheinerman, 2012). Mas
adelante se aclarard esto. En forma esquematica tenemos:

EsQUEMAIL1
K:X - X

Kx(t) - x(t+1),0Kx(t) - x'(b).

Para nuestros propdsitos consideraremos que el operador K estd dado por una funcién
f: R" - R™, n21,queel tiempo inicial es t = 0y asignaremos a x(t)en el tiempo O un valor
inicial, esto es, x (0) = x0. Veamos el siguiente

Ejemplo Il.1 Tomemos como universo el ambito de las finanzas (que se manejan en
organizaciones bancarias pertenecientes al &mbito social). Entonces, si un banco paga el 5%
deinterés anual y un cliente deposita $500 pesos (25 dolares americanos), se tiene entonces
que x (0) = xo = 500 pesos y al cabo de un afio tendrd x (1) = Kx (0) = 1.05(500) = 525 pesos;
en 2 afos tendra x(2) = Kx (1) = 1.05(525) = 551.25 pesos, y asi sucesivamente. Obsérvese
gue en este ejemplo, el plazo de pago es anual por lo que la frase “instante de tiempo” debe
interpretarse de acuerdo al contexto (en este caso cada “instante de tiempo” entre x (k) y x
(k+1) es de un ano), lo que da lugar a sistemas dinamicos discretos, esto es, aquéllos en los
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que t es discreto y bajo este supuesto, el esquema general del sistema para nuestro ejemplo
puede verse como:

x(0) =500=xo
x(1) = 1.05x(0) = 525 = 1.05x%0
x(2) = 1.05x(1) = 1.05(525) = 1.05(1.05)500 = (1.05)*x0
x(3) = 1.05x(2) = 1.5(1.05)?x0 = (1.05)3x0

x(k) = (1.05)*xo, 1.1

donde k representa el nimero de anos. En lo sucesivo usaremos la letra k para representar
al tiempo t en el caso discreto.

Graficamente tenemos:

FIGURA 1.1 CRECIMIENTO GEOMETRICO
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Fuente: elaboracion propia

Por otro lado, si nos referimos a nuestro esquema I1.1:

x(k+1) = Kx(Kk)
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resulta:
x(1) = Kx(0) = Kxo
x(2) = Kx(1) = K(Kxo)
x(3) = Kx(2) = K(K(Kxo))

x(k) =x(k - 1) = K(K(K(... (Kx0)...))). 1.2

Si adoptamos la convencion: K(K(K(... (Kx)...))) = Kk(x) , donde el subindice de Kkindica el
numero de veces que se aplica el operador K, entonces la expresion 1.1 puede reescribirse
como

X(k) = KkXo . 1.3

De lo dicho hasta aqui resulta que, para nuestro ejemplo, el sistema dindmico asociado se
sintetiza en:

x(0) =500 = xo
x(k+1) =Kx(k),k=0,1,...,
donde K =1.05y x(k) = KiXo.
Laigualdad I.1 es un caso particular del esquema
x(k) = hxo, 1.4

donde h es un nimero real positivo y que esta asociado con el llamado crecimiento
geométrico, esto es, aquél que tiene la propiedad de que, en cada nuevo paso o iteracion, el
valor se incrementa -o crece- multiplicando el valor previo por una constante. Este tipo de
crecimiento esta presente en varios contextos ademas del de las finanzas al que aqui nos
hemos referido, de donde, en general el sistema dindmico asociado con este tipo de
crecimiento es:

X(0) = xo
x(k+1) = Kx(k) = f(x(k)),k=0,1,..., 1.5
donde K =fy x(k) = fixo.

Pero el tiempo puede también variar de forma continua, lo que da lugar a sistemas
dindmicos continuos, esto es, aquellos donde t (ahora si t) varia continuamente en los
nameros reales, por lo que estamos en el caso de cambio o variacién continua o instantanea
en el estricto sentido del término, en cuyo caso la herramienta matematica para hablar de
este tipo de cambio en el tiempo es la derivada. En este contexto un esquema relacionado
con el fendmeno del crecimiento es el asociado al de tipo exponencial, dado por:
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x(t) = ce™ 1.6

donde c es una constante, r es un nimero real llamado parametro de crecimiento, y como
hemos convenido, partimos del valor inicial t = O (Luenberger, 1979). A continuacion,
presentamos una graficade I.6 para valoresder <O,r=0yr >0:

FIGURA 11.2 CRECIMIENTO EXPONENCIAL
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Fuente: elaboracion propia

Como ahora no podemos hablar del “siguiente instante de tiempo, “t+1”, el cambio
instantaneo de x(t) esta dado por la ecuacion diferencial
dx(t)
dt

=rx(t), 1.7

con r € R yx(0) = ¢, cuya solucién es justamente |1.6, lo que es directo de ver dado que sien
x(t) = ce™ aplicamos la derivada con respecto a t, se tiene:

ax(t) _

rt _—
pr rce™ =rx(t).

Otras formas como suele representarse 1.7 son:

X' = rx(t) 1.8

y
% =1x(8). 1.9

Para este caso, el sistema dindmico se sintetiza como:
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x(0) = xo

11.10
Kx(t)= %x(t) =x'(t)

Observacion: es importante mencionar que expresiones como la 1I.3, y la 1.6 son
modelos matematicos en tanto que representan, usando el lenguaje matematico, dos
formas del fenémeno real del crecimiento, y esto es justamente lo que define a un modelo:
una representacion de un sector de lo real, que puede ser natural (el sistema solar o una
reserva ecoldgica) o social (la economia nacional, el fendmeno de la migraciéon o una
comunidad universitaria). Pero también, por ejemplo, un mapamundi es un modelo grafico
del mundo vy el actor que interpreta a Hamlet es un modelo en tanto que representa al
personaje de la obra literaria de Shakespeare, y tanto el mapa como el actor tendran mayor
calidad en la medida que logren representar lo mejor posible los detalles relevantes,
profundos y significativos de nuestro planeta o del personaje Hamlet, respectivamente, y de
igual forma, la calidad de un modelo matematico —representado generalmente por una o
mas ecuaciones— serd mayor en tanto que sintetice con un minimo de elementos
matematicos, los aspectos esenciales del objeto o fenémeno que representa. Ademas, como
se ha mostrado, estos modelos dan origen a los sistemas dindmicos 11.5 y 11.10 que nos dan
cuenta del cambio del fenémeno representado por los modelos, a través del tiempo.

DESARROLLO
Conceptos relevantes para nuestro trabajo, respecto de los sistemas dinamicos

Volvamos a nuestros conocidos sistemas asociados con el fenémeno del crecimiento:
Casodiscreto  x(k+1) = Kx(k) =f(x(k)), x(O) = xo
y
b) Caso continuo Kx(t)= % x(t) = x'(t),x(0) = xo.

Retomando lo dicho antes respecto de considerar al operador K como una funcién f: R™ —
R™, podemos reescribir a) y b) como:

) x(k+1) = f(x(K)) y x" = f(x(t)), .11
con x(0) = Xopara ambos casos,

Partiendo de esto, se tiene que el caso discreto es un caso particular de:

f(x(k)) =ax(k) +b, con x(0)=xo, .12

que es el esquema general de un sistemal lineal para el caso discreto (donde la variacion en
el tiempo se simboliza por k), mientras que para el caso continuo (donde la variacion en el
tiempo se simboliza por t) es:
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X =ax(t) + b, conx(0) =Xxo. 11.13

Cualquier sistema que no sea de laforma I1.12 0 1.13 sera no lineal. Claramente el sistema
asociado al crecimiento geométrico, donde x(k+1) = f(x(k)) = hx(k), esun modelo lineal, con
h=ay b=0,yelsistema correspondiente al crecimiento exponencial, donde

X(t) = rx(t)

también lo es, mientras que sistemas dados por, digamos: x'(t) = x?(t) + cos(t) o x'(t) =
sen(x(t)) + t no lo son pues no se corresponden con alguno de los esquemas 11.12 o 11.13
(Braun, 1993).

Queremos ahora llamar la atencién sobre un aspecto relevante respecto del crecimiento
exponencial ilustrado en la gréfica 1.2, donde se ve claramente que el valor del pardmetror
= 0 juega un papel importante, puesto que cualquier perturbacién respecto de este valor,
por mas pequena que sea, puede dar lugar a trayectorias cuya deriva en el tiempo sea
bastante grande. Formalmente esto puede verse como sigue:

sienx(t) = ce™ tomamos:
r > 0,entonces limr - o x(t) =00 sic >0 y x(t) =— o sic<0.
r=0, entonces x(t) =c.
r < 0,entonces limr - o x(t) =0.

FIGURA 11.3 GRAFICA CORRESPONDIENTE AL INCISO A)

10 T T T
r=0.001

crecimiento x (t)
[#2]

3| r=-0.001

0 . L . L . L L L .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
tiempo t

Fuente: elaboracion propia

Con base en lo anterior, se dice que r = 0 es un punto de bifurcacién, esto es un punto a con
la propiedad de que a pequefas perturbaciones alrededor de él se producen variaciones
fuertes en las trayectorias de la familia x’ = rx(t) respecto del parametro r (Hirschy Smale,
1974). Mas adelante se volvera a retomar, pero como ya se menciond, se refiere a un
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comportamiento que muestra cierta analogia con el correspondiente al dmbito social
asociado al esquema I.1. Ademas, si se toman dos valores cercanos de r,ri1 y rz, ambos
distintos de cero, entonces las soluciones de x’ = rx(t) asociadas a estos valores también
se mantienen cercanasy este hecho nos dice que x’ = rx(t)es estable (Hirschy Smale, 1974)
sir # 0 (ver grafica a continuacion).

FIGURA I1.4 ESTABILIDAD DE X’ = rx(t)

crecimiento x (t)

D Il Il 1 Il Il 1 Il 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

tiempo t

Fuente: elaboracion propia
Lo anterior vale en general para el caso del modelo continuo
x=ax(t)+b, conx(0)=xoy b=0, .14

mientras que si b # 0, unaidea es analizarlo suponiendo por ahora que a # Oy haciendo w
= x+b/a.Resultaentonces:

X=w-Db/a,
w=x y
w(0) = x(0) + b/a = xo+ b/a.
Sustituyendo a) y b) en I1.14 se tiene:

w=a(w-b/a)+b=aw-b+b=aw.
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A partir de esto se llega a la solucién del sistema

x=ax(t)+b, conx(0)=xoy b#0, .15
dada por:
x =e(xo+b/a) - b/a. .16

Ahora, volviendo a nuestro sistema 11.13 x = ax(t) + b, conx(0) = xoy b # 0, analicemos los
€asos:

Si a < 0 entonces de 11.16 se tiene que e —» O cuando t - o, lo que implicaque x —» - b/ay
se dice que x, = - b/a es un punto fijo o punto de equilibrio del sistema 11.13 dado que el
estado x = x, es permanente. Pero también, dado que x “gravita” hacia x, cuando t —» oo se
tiene que x, es un punto fijo estable®. La geometria del sistema correspondiente a este caso
seilustra en la siguiente figura:

FIGURAII.5.SISTEMA X =AX(T)+B CONA<O

Ty

/

Fuente: elaboracion propia

Si a>0 entonces e*— o cuando t — 0 en cuyo caso todo depende del factor (xo+ b/a).
Veamos: si Xo # X, = - b/a entonces x crece sin limite cuando t — o , pero si xo = - b/a
entonces el sistema se “estaciona” en - b/ay resulta que x, = - b/a es un punto fijo inestable
delsistemall.13, pues ante cualquier perturbacién de x, por pequena que sea, el sistema se
aleja cada vez mas de x,, . En este caso, la geometria correspondiente es:

6 Mas adelante se formalizaran los conceptos de punto fijo y estabilidad.

10
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FIGURA11.6.SISTEMA X =AX(T)+B CONA>0

f(xX)

/

Fuente: elaboracion propia

Volvamos ahora al sistema 11.13: x'= ax(t) + b, con x(0) = xo y supongamos a = 0. Entonces
tenemos X = b en cuyo caso, integrando de ambos lados resulta x = bt + ¢, con ¢ una
constante de integracion. Si imponemos la condicién x(0) = xo resultaque c=xo Yy de esto
se tiene:

X =bt + Xo,

de donde, sib =0 el sistema sefijaenxp ysib # 0 xtiende a + co dependiendodesi bes
positiva o negativa. A continuacion la gréafica correspondiente:

FIGURAIL7. SISTEMA X =AX(T)+B, CONA=0Y B>0

fiX)

Fuente: elaboracion propia

11
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A continuacion se realizara una revision de los sistemas no lineales, enfatizando algunos
aspectos relevantes para nuestros propésitos. Cabe decir desde ahora que se trata de
sistemas cuyas soluciones son en general imposibles de obtener en forma analitica pero que
son importantes en una amplia variedad de aplicaciones y presentan caracteristicas que los
hacen atractivos para el estudio de la dindmica de ciertos sistemas sociales, seglin nos hacen
notar Grégorie Nicolis e llya Prigogine en la cita que encabeza esta seccion.

Para empezar recordemos que la forma de nuestro sistema para el caso continuo es: X =
f(x(t)), x(0) = xo . En este contexto diremos que un punto fijo, que llamaremos x, , del sistema
dindamico x’ = f(x(t)) es aquel vector de estado con la propiedad de que para x = x,. el sistema
permanece invariante independientemente del tiempo. Ademas, si:

Paratodo nimero > O existe 6 >0 tal que si d(Xo, X..) < § entonces
d(x(t),x.)<ey

Existe 6 > O tal que para cualquier xo que satisfaga que d(xo, X.) < & se tiene que paratodo €
>0existe T >0tal quesit> T entonces d(xo, X.) < €,

se dird que x, es un punto fijo o punto de equilibrio estable del sistema dinamico.
Graficamente se tiene:

FIGURAILS

NV
A

Fuente: elaboracion propia

En caso de que existan condiciones X suficientemente cercanas ax, y que a pesar de ello el
sistema no converja a x, sino que se aleje de él, se dird que x, es un punto fijo inestable (ver
grafica a continuacion).

FIGURAIL9

Fuente: elaboracion propia

12
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Es importante senalar que existen varias versiones del concepto de estabilidad en el &mbito
de los Sistemas Dinamicos, una de ellas —clasica-, es la conocida como Estabilidad de
Lyapunov, llamada asi debido al nombre de su autor. Al respecto tenemos:

definicion 11.1 Dado el sistema
X = f(x(t)), x(0)=xo .17

un punto x, es un punto de equilibrio de 1.17 si f (x,) = 0. Ademas, decimos que x, es un
punto de equilibrio estable si dado cualquier € > 0 existe § > O tal que para toda solucién x (t)
dell.17 se tiene que

Il xg — x, lI<6=paratodat=0setienell x; — x, ll<e, 1.18

y diremos que x, es un punto de equilibrio inestable si no es estable. Finalmente, decimos
que x, es un punto de equilibrio asintéticamente estable si es estable y

existe & >0 tal que
Il xo — x, lI<&= el limite de x(t) cuando t — o es x(t). .19

Observacion: la condicion (I1.19) solamente, no basta para garantizar estabilidad. Para
mostrar esto, consideremos el sistema dado por las ecuaciones (en coordenadas polares):

r' = r(1-r)
' =r(1— cosb).
Resulta que el punto x, = ((1)) es de equilibrio y satisface 11.19 pero no es estable.

Como hemos dicho, un punto fijo o punto de equilibrio es un estado x, en el que el sistema
se estaciona, se queda fijo, inmévil, a pesar de que el tiempo avance. Debido a esto, en x,
debe suceder que el valor de la derivada es Oy dado que  x = f(x(t)), el calculo de x, puede
hacerse resolviendo el problemaf(x(t)) = 0, lo que puede ser facil o no, dependiendo de quién
es f.Veamos un caso sencillo.

Ejemplo I1.2 Sea el sistema dindmico dado por
X =f(x(t) =x*- 4. .17

Sihacemos f(x) = O resulta que los puntos fijos de 11.17 son: x,; = 2 yx,,= - 2,donde se cortan
la parabolay la recta (ver figura a continuacion).
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FIGURA 11.10 CURVA PARABOLA

25

20

Fuente: elaboracion propia
Supongamos ahora que elegimos:

x,1=2 y tomemos xosuficientemente cercana a 2 pero mayor que 2. Resulta entonces que
f(xo) > O y Xt es creciente, de donde, x:>> 2 cuando t — oo, mientras que si se toma Xo
suficientemente cercana a 2 pero menor que 2 se tiene f(Xo) < O, X es decreciente y tiende a
alejarse de 2 pero ahora en sentido contrario. En consecuencia, 2 es un punto fijo inestable
dell.17.

X.,= -2 ytomemos xo suficientemente cercanaa - 2 peromayor que - 2 . Resulta entonces
que f(xo) < 0 y entonces x: decrece tendiendo a - 2, mientras que si si Xo es suficientemente
cercanaa- 2 peromenor que - 2 entonces f(xo) > 0 y X: crece, tendiendo a - 2. Se tiene asi
que en ambos casos x; tiende a - 2 por lo que en consecuencia, - 2 es un punto fijo estable
de 11.17. En este contexto, una visidon geométrica de lo anterior puede verse como sigue:
tomemos una aproximacion lineal de f(x) en una vecindad de los puntos criticos, de laforma
f(x) = f(x, )+ (x-x,) f' (x,).

Paraelcaso x,,=2 setienelarecta r1:4x-8=0 ypara x,,=-2 la

recta es ry: - 4x - 8 =0 (véase figura a continuacion) .
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FIGURA II.11RECTA R1

25 T

20

10 F

Observacion: de 11.17 resulta que f' (x) = 2xy en x,;=2 - que como vimos es punto fijo
inestable -, se tiene que f’ (2) >0, mientras queen x,,
f’ (- 2) <0.Veamos ahora una generalizacion de este caso particular.

Ejemplo I1.3 Consideremos la familia de funciones dada por

Fuente: Elaboracion propia

fc(x) =x%+c, c constante.

Presentamos a continuacion una grafica de varios elementos de la familia, asociados con

distintos valores de c:

2, punto fijo estable, se tiene que

15



Conceptos matemadticos importantes para establecer un lenguaje comtn entre los Estudios Organizacionales y los Sistemas dindmicos

FIGURA 11.11 DISTINTOS VALORES DE C
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25F .

T
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Fuente: elaboracion propia

Si queremos localizar los puntos fijos, éstos son las intersecciones de las parabolas de la
familia con larecta y = x, esto es, debemos resolver:

x2+c = x,obien,x?-x+c=0, .19

. Para que existan raices

fpe , , 1++/1-4c
gue es una cuadratica cuyas raices estan dadas por x = —

reales se requiere que 1- 4c>0.Veamos:

Sic= % =(0.25, resultaque 1 - 4c =0, en cuyo caso 11.19 tiene como raiz Unica x = % =0.5.

Los casos restantes requieren

1—4c>0<=>1>4c<=>c<%=0.25.

En la gréfica se observa que, efectivamente, con ¢ = 0.25 larecta y = x es tangente a la
pardbola f( x ) = x? + 0.25, que para valores de ¢ menores que 0.25 se tienen dos
intersecciones y que para valores mayores que 0.25 no hay intersecciones de las parabolas
correspondientes de la familia, con larecta y = x.

Podemos aqui y ahora, avanzar una primera conclusion: para el caso de que el sistema
dindmico esté representado por una funcion de una variable, la dindmica del sistema ligada
a sus puntos fijos o de equilibrio, es que éstos actian como atractores o repulsores.
Analizaremos a continuacion las novedades asociadas al caso de funciones de dos variables.
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PERIODICIDAD

Ademas del tipo de dindmicas presentes en el caso unidimensional, en dos dimensiones se
presenta el fenédmeno de la periodicidad, que puede enunciarse como sigue: dada nuestra
conocida funcién f: R® — R™ (con n = 2 en el contexto actual) y el sistema x’ = f(x) con la
condicion inicial o, si ésta no es un punto fijo entonces x(t) describe una curva del espacio
fase del sistema’, que en principio puede regresar a Xo . Si esto es asi, existe un valor de t que
[lamaremos t, tal que x(tp) = X0, hecho que se repetira unay otra vez. En términos generales,
si dado cualquier t, se tiene que

x(t +x,) = x(t), 11.20

Se dice que x describe una trayectoria periddica, y el valor minimo de x, que
satisface 11.20 se llama el periodo de la curva®.

Ejemplo 11.4 En [Scheinerman, 2012, pags. 8, 9 y 68] se presenta el sistema dado por las
ecuaciones (en forma matricial):

[iﬂ ) [—01 é] [2] ’ 1121

relacionado con el problema de una masa atada a una pared por medio de un resorte y que
se desliza sobre una superficie plana. Las soluciones de 1.21 son de |la forma

X1 = c2sen(t) + cicos(t)
11.22
X2 = cacos(t) - cisen(t)
Si agregamos la condicién inicial x1(0) = 1, x2(0) = 1 setiene la solucion
X1 = sen(t) + cos(t)
.23

X2 = cos(t) - sen(t).

A continuacién la Graficade I1.23, donde se observa con claridad el caracter periédico de las
trayectorias.

7 Conjunto de trayectorias o curvas asociadas a las distintas condiciones iniciales del sistema.

8 El caso de las curvas trigonométricas es tipico del fenémeno de periodicidad pues como es sabido, por
ejemplo,sen (0)=sen(0+nm)=0,n=1,2,3,...yeneste caso el periodoes i .

17



Conceptos matemadticos importantes para establecer un lenguaje comtn entre los Estudios Organizacionales y los Sistemas dindmicos

GRAFICA 11.23 TRAYECTORIAS PERIODICAS

Fuente: elaboracion propia

Otra dindamica posible para el caso de dos dimensiones se muestraen el
Ejemplo 1.5 (Scheinerman, op cit, p 158) Sea el sistema x’ = f(x) dado por
X1’ = X1+ X2 - X¢3
.24
X2 =-X1.

Haciendo f(x) = 0 resulta inmediato que el Gnico punto fijo del sistema es x,= 0, y haciendo
algunos calculos también se puede mostrar que este punto es inestable.

A continuacién mostramos la grafica obtenida con el programa computacional MATLAB en
la que se muestra la solucion numérica del sistema, partiendo de la condicién inicial xo =[.1,
A].

GRAFICA 11.24 PUNTO INESTABLE

057

-05

Fuente: elaboracion propia
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Como se observa, partiendo de un punto cercano a x,=0 que es inestable, rdpidamente la
solucién tiende a un ciclo estable en vez de alejarse cada vez mas cuando t — co. Veamos
ahora una generalizacion de esto. Consideremos la familia foc (x) dada por

Un andlisis de la derivada de fx muestra que para « < O se tiene que 0 es un punto fijo
estable del sistema, mientras que para o >0 es un punto fijo inestable.

Con base en esto y usando el programa computacional MATLAB, conxo=[.1,.1] yx=+.1

X1 = &XX1 + X2 = X1°
11.25

X2 =-X1

para resolver numéricamente 1.5 se obtienen las graficas:

GRAFICAI1.25CON x=0.1

0.15
0.1}
0.05
([ it
of I
“ “ ‘\ \‘x"l“““\".{‘\\‘\l‘\“ﬂ\ // )
AL )
LA \\\\ /
a4 y
o1} N =
-0.15 : : : : .
-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1

GRAFICAIl.26 cONx =-0.1

-0.2

-04

-0.6

Fuente: elaboracion propia
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Fuente: Elaboracion propia
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Véase como para « = - 0.1 se obtiene una espiral que se acerca al origen, pues estamos en el
casode 0 como puntofijo estable, mientras que para o« = 0.1 donde el origen es un punto fijo
inestable, la solucion se aleja del origen, pero tiende a una érbita peridédica. Este cambio
radical de una dindmica a otra para valores cercanos de «, es otro caso mas de una
bifurcacién, fendomeno del que ya hablamos anteriormente.

Caos

Los sistemas dindmicos cadticos estan asociados con fenémenos de diversa indole, entre
ellos los atmosféricos, ambito en el que los estudios de Edward Lorenz han adquirido el
“status” de clasicos. Con respecto al término caos, David Ruelle (2003) sostiene que fue el
matematico Jim Yorke, de la Universidad de Maryland, Estados Unidos, quien lo introdujo
en el universo de los sistemas dindmicos con dependencia sensible de las condiciones
iniciales y donde aparecen atractores extranos, ligados a fendmenos cuyo comportamiento
alargo plazoresultaimpredecible. Para ejemplificar esto, tomemos un miembro de lafamilia
fc (x) = x?+ c que ya conocemos, con x = - 2, esto es,

folx) =x2-2,

que es una expresion totalmente deterministica y tiene como puntos fijos x1 =-1 y xz = 2
que se ilustran como las intersecciones de la pardbola y la recta correspondientes (véase
grafica a continuacion).

GRAFICA 11.28 CON PUNTOS F1JOS

Fuente: elaboracion propia

Ahoratomemos el valor ¢ = - 1.95, que es ligeramente mayor que - 2 e iteremos
f.195(x) =x? - 1.95, 11.26

100 veces, partiendo de la condicidn inicial xo=-.5. La grafica correspondiente es:
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GRAFICA 11.29 CONDICION INICIAL GRAFICA 11.24
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Fuente: elaboracion propia

Resulta importante notar que no se observa patrén alguno al iterar 11.26, a pesar de que se
trata de una expresion perfectamente deterministica, esto es, una expresion en la que no

aparecen términos aleatorios, y esto vale si se continla iterando tantas veces como se
quiera.

Tomemos ahora la condicién inicial xo= - .50001 que es suficientemente cercana a la
anterior. Si iteramos de nuevo 11.26 100 veces podriamos esperar un comportamiento
parecido al mostrado en el caso de xo= - .5, sin embargo, si nos fijamos en la diferencia f(-.5
) - f(-.50001), el resultado nos muestra que al principio los valores de f(-.5) y f(-.50001)
son muy semejantes pero después de aproximadamente 15 iteraciones las variaciones
entre ambas difieren bastante, lo que puede verse en la siguiente grafica:

GRAFICA 11.30 CON 15 ITERACIONES

Fuente: elaboracion propia

Lo que tenemos aqui es un caso mas de nuestro ya conocido fenédmeno de sensibilidad
respecto de las condiciones iniciales, y es justamente esta sensibilidad la que debido a la
inexactitud de los calculos computacionales hard que con el avance de las iteraciones -el
avance de k-, se obtengan valores sin sentido para f“(xo), presentandose asi el llamado caos
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deterministico, importante para nuestros propdésitos, puesto que los valores sin sentido,
impredecibles, provienen de una expresion (en este caso f.195(x) = x> - 1.95) totalmente
determinista, fenémeno del que ya habiamos presentado un ejemplo en un trabajo anterior
(Sanchezetal, 2019).

Complejidad

Para nuestros propdsitos, diremos que un sistema dindmico es complejo si es no lineal y
tiene una fuerte dependencia de las condiciones iniciales. A partir de los argumentos
presentados, estamos ya en condiciones de afirmar lo siguiente: si nuestro sistema se puede
representar por unafunciénde unao dos variables, se tiene que los posibles escenarios para
el andlisis de la dindmica de los sistemas incluyen: no linealidad, puntos fijos o de equilibrio
asi como su estabilidad o inestabilidad, pero también bifurcaciones, ciclos limite,
periodicidad, caos, y complejidad, lo que constituye un importante marco de referencia
inicial para la investigacion y el andlisis de un gran nimero de fendmenos y/o instituciones-
organizaciones del universo social, que es el que aqui nos interesa.

DISCUSION Y ESBOZO DE UNA PROPUESTA

La presentaciéon que hemos hecho, se ubica en el marco de una antigua y enorme serie de
esfuerzos por tratar de establecer relaciones entre las matematicas y el universo social que,
si nos remontamos a los tiempos en que la ciencia inicia su institucionalizacién en la Magna
Grecia unos cinco siglos antes de Cristo, incluye nombres tan célebres e importantes como
los de Aristoételes, Descartes, Condorcet, Spinoza, Kenneth L. Cooke, Arthur S. Keene, Colin
Renfrew, Tobias Dantzig y John von Newmann entre otros muchos. Algunas referencias
generales son: Renfrew y Cooke (1979), Guénard y Lelievre (1999) y Sanchez y Guerrero
(1992).

M4as que presentar una larga lista de citas sélo diremos que de toda esa experiencia
acumulada, han surgido modelos matematicos dados por ecuaciones que se usan con mayor
o menor éxito en los dmbitos de las finanzas, la demografia, la psicologia, la politica y, via la
computacién y sus aplicaciones, en todos los ambitos de la vida actual, el arte, los negocios,
entre otros, por lo que respecta a los Estudios Organizacionales, que si bien son una
disciplina aun joven, en muchos estudios resuenan ya los conceptos de complejidad, no
linealidad, caos, a los que nos hemos referido, y resulta interesante notar que un autor tan
conocido como Edgar Morin con una influencia importante en muchos de estos estudios,
incorpora en sus textos como Introduccion al pensamiento complejo (Morin, 2007),
Sociologia (Morin, 2000), y (Morin, 1999) los conceptos de turbulencia, caos,
hipercomplejidad, estabilidad y reconoce el papel fundamental de Ludwig Von Bertalanffy
en el Ambito de la Teoria general de sistemas pero no adopta la formalizacion matematica
que éste propone e introduce en algunos de sus trabajos. Una referencia clasica al respecto
es Bertalanffy (2001) y otra mas reciente es Pulido (2022).

Por nuestra parte y una vez que hemos propuesto nuestro marco de referencia,
concluiremos con un bosquejo de aplicacién de este esquema para el analisis de la dindmica
organizacional de las instituciones publicas de educaciéon superior de México y para ello
volvamos al esquema gque presentamos al principio:
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Sistema social: es un sector de la sociedad constituido por:

e Un conjunto de individuos-actores agrupados en coaliciones formadas por
individuos con intereses compartidos, pertenecientes a un espacio X.

e Un operador dado por el conjunto de reglas formales e informales que regulan las
relaciones entre los individuos que integran las coaliciones, asi como las relaciones
entre coaliciones.

¢ Un objetivo-meta que consiste en resultados preestablecidos, elementos de un
espacio Y, producto de la actividad de los individuos-actores.

En forma esquematica tenemos:

ESQUEMA 1.1
K:X - Y
K(c)—r(®)
donde:
K = operador,
¢ = vector de coaliciones de individuos — actores [ cy,¢3,+,Cn] ¥
r (t) = vector de resultados[ry, 1, ,++, 1], que estan asociados

con un tiempo t especifico.

Resultaimportante suponer que si X1y X2 son elementos “cercanos” (su distancia es pequefia
en algun sentido) en X, es posible que sus respuestas K(xi) y K(x2) puedan ser muy
“distantes”enY.

Veamoslo ahora en el contexto de las universidades publicas. Tenemos:

e Individuos-actores = [ autoridades, trabajadores académicos y administrativos,
estudiantes] =[ ¢y, ¢, , c3].

e Operador = [ legislacion universitaria + reglas no escritas] = K.

e Objetivo-meta = producir con calidad [nuevas investigaciones, nuevos académicos,
nuevos profesionales, nuevos desarrollos tecnolégicos, divulgacion del
conocimiento] = [ry, 1y, 13, 1y, 15 |

Funciones de los individuos-actores universitarios

e Autoridades (burocracia ejecutiva): Cumplir y hacer cumplir la legislacion
universitaria.

e Trabajadores académicos: llevar a cabo con calidad las labores de docencia,
investigacion y difusion-divulgacion.
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e Trabajadores administrativos (burocracia operativa): realizar con calidad los
procesos burocraticos necesarios para el logro de los objetivos-metas
universitarios.

e Estudiantes: lograr una formacion de calidad.

Para el proceso de modelacion matematica de la dindmica organizacional
correspondiente, se deben considerar diversos elementos; por ejemplo, el hecho de que
entre las distintas clases o coaliciones de individuos se dan juegos de poder motivados, por
ejemplo, por la busqueda de posiciones o recursos. Al respecto, supongamos que dado el
conjunto X elegimos en él al subconjunto de académicos de una universidad publica y que
en K se tiene un reglamento con las reglas de un programa de estimulos. En este caso, la
aplicacion de K (instrumento racional que, de diversas formas “dirige” el tipo de actividades
de quienes se sujeten al programa), tiene como propdsito (respuesta esperada) el aumento
de la productividad académica. Ahora bien, los académicos ubicados en este contexto
pueden adoptar —ya que en la practica lo hacen— respuestas de distinto tipo: a) asumir los
términos del programa en cuestion y buscar la manera de sacar de ello el mayor provecho;
b) rechazar los términos del programa y luchar contra su imposicion, o bien, asumir alguna
variante ubicada entre las dos anteriores.

Un andlisis que intente dar razén del tipo de respuesta de los académicos debera
necesariamente considerar distintas caracteristicas de los sujetos que intervienen en el
estudio: origen social, posicién ideolégica, religion, tipo psicolégico, situacion familiar, entre
otras; esto es, toda respuesta es funciéon de un conjunto de variables pero, en Ultima
instancia, encarna un acto de libertad que en muchos casos puede llevar a quien la toma, a
una situacién de enfrentamiento con el sistema, y ello a pesar del papel de domesticaciény
adiestramiento jugado por las instituciones —escuelas, hospitales, iglesias, empresas— aln
en el caso de sociedades democraticas, como bien lo ha expuesto Michel Foucault, entre
otros autores. También podemos referirnos en este contexto a las sombrias pero
magistrales obras de Orwell, Bradbury o Huxley -por ejemplo-, donde a pesar de que el
control de los individuos intenta abarcar la totalidad de sus actividades vitales, siempre
existe la posibilidad de la herejia y la rebelion, pues los individuos que conforman la especie
humana son, en el sentido que aqui nos interesa, mas complejos que los objetos “inertes” del
sistema planetario, o que los integrantes de otras especies vivas cuyos codigos genéticos los
llevan a actuar necesariamente en un sentido predeterminado.

Por supuesto, podemos volver aiin mas complejo nuestro ejemplo. Si consideramos que,
un mismo individuo puede dar diferentes respuestas en tiempos distintos, o bien que enuna
universidad acttan otros grupos o coaliciones (subconjuntos de X) que como hemos
supuesto estan formados por trabajadores, autoridades y estudiantes. Todos con intereses
propios, lo cual convierte al sistema en un sistema flojamente acoplado. Esto es, aquél donde
los intereses de un grupo no son necesariamente coincidentes (o no del todo) con los de otro.
A nivel organizacional da lugar a conflictos de intereses y dindmicas complejas (no lineales)
donde dificilmente pueden obtenerse respuestas predeterminadas (caso de dindamicas
lineales). Al respecto Zey-Ferrell (1981) se refiere al ambito organizacional: “Los elementos
estructurales estan usualmente flojamente acoplados entre ellos y con las actividades, las
reglas usualmente son violadas, las decisiones en general no son implementadas, o si lo son,
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tienen consecuencias inciertas, las tecnologias tienen problemas de eficiencia, y los
sistemas de evaluacion estan subvertidos o son vagos para producir algo de coordinacion”.

Un comentario al margen, pero relacionado con nuestro asunto y que nos parece
interesante mencionar es el caso de un puente como sistema flojamente acoplado, relativo
al campo de la ingenieria, pues si bien debe estar sustentado en célculos estructurales
estrictos, también debe tener zonas “flojamente acopladas” que amortiglien los
desplazamientos debidos a cambios de temperatura o a movimientos telUricos.

No abundaremos mas en consideraciones acerca de lo que debera tenerse presente en
el proceso de modelacion matematica de la dindmica institucional de las universidades
publicas de México y sélo agregaremos que, una vez que se ha hecho el andlisis institucional
de la universidad en estudio y tomado la decisién acerca de los aspectos relevantes que
deberan intervenir en el proceso de modelacién, debera procederse -teniendo en cuenta el
marco de referencia que hemos propuesto-, a definir las variables y parametros
(coeficientes que pueden ser constantes o no) que deberan integrarse en un modelo
matematico inicial del tipo:

M (t; Ai, Ae),

donde t es la variable temporal, la variable Ai representa a los actores internos
considerados como los mas relevantes (académicos, autoridades, etc.), mientras que Ae
representa a los actores externos (gobiernos estatales y federal y organismos
internacionales).

Este modelo dindmico, al depender del tiempo, debe calibrarse y, en caso necesario,
ajustarse para reflejar con precisién la dindmica organizacional universitaria. Esto incluye
tanto los periodos de estabilidad como las etapas de turbulencia (cadticas), como las que
ocurren en contextos de huelga. De este modo, el modelo puede convertirse en una
herramienta Util para el andlisis y la toma de decisiones en las instituciones publicas de
educacioén superior en México. La construcciéon del modelo para el caso especifico de una
universidad publica mexicana sera abordada en un préximo articulo.

CONCLUSIONES

En consonancia con el objetivo planteado al principio, hemos presentado un estudio de los
Sistemas dinamicos en el que se incluyen definiciones rigurosas de conceptos usados en el
ambito de los Estudios Organizacionales, como por ejemplo: Sistema, Estabilidad, Equilibrio,
Linealidad, Bifurcacién, Complejidad y Caos. Cuyo origen se ubica en la Fisica, la Biologia y
las Matematicas, con el propésito de tender un puente que permita establecer relaciones
y/o equivalencias entre el lenguaje matematicoy el organizacional que sirva como marco de
referencia para investigaciones sobre la modelacién matematica de la dindmica
organizacional.

Mostramos una posible aplicacion de nuestra propuesta mediante el bosquejo de un
modelo matematico que, partiendo de una universidad publica real y de las particularidades
de sus actores y las relaciones entre éstos y con su entorno, permita, teniendo en cuenta el
marco de referencia que hemos construido, dar razén de la dindmica organizacional de la
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vida universitaria, esto es, crear conocimiento, y en consecuencia, ser un instrumento Util
para los tomadores de decisiones.

De manera similar a la aplicacion mencionada, es posible desarrollar otras en diversos
ambitos, como empresas publicas o privadas, bancarias, industriales, computacionales,
entre otras, asi como en diferentes tipos de organizaciones, ya sean gubernamentales, no
gubernamentales, sindicales, educativas, religiosas. Esto permite situar nuestro trabajo
como un aporte mas en la extensa y fructifera historia de interacciones virtuosas entre las
matematicas y las ciencias sociales. &
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